
Exercices de probabilit�e

Exercice 1. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs r�eelles telle que E(X2) <1.

(a) Montrer que E(jXj) <1.

(b) On rappelle que la variance de X est le nombre V ar(X) = E
(
(X�E(X))2

)
. Montrer

que V ar(X) = E(X2)� (E(X))2.

(c) Montrer que (E(X))2 � E(X2).

(d) Montrer que la fonction f (a) = E[(X�a)2] atteint son minimum au point a = E[X].

Exercice 2. Soit X et Y deux variables al�eatoires �a valeurs r�eelles d�e�nies sur le même

espace de probabilit�e. On suppose que E(X2) <1 et E(Y 2) <1.

(a) Montrer que la fonction f : a 7! E[(Y � aX)2] est un polynôme de degr�e 2.

(b) Montrer que f � 0. En d�eduire que

(E(XY ))2 � E(X2)E(Y 2):

(c) Montrer que √
E[(X + Y )2] �

√
E[X2] +

√
E[Y 2]:

Exercice 3. On suppose que la probabilit�e qu'un r�eacteur d'avion tombe en panne en

cours de vol est p, o�u 0 < p < 1, et ceci, ind�ependamment du comportement des autres

moteurs de l'appareil.

On suppose qu'un avion peut encore voler si la moiti�e de ses moteurs fonctionnent. Vaut-il

mieux voler en bimoteur ou en quadrimoteur ? (discuter suivant la valeur de p).

Exercice 4. Soit X une variable al�eatoire qui suit une loi binomiale B(n; p) o�u n 2 N� et

p 2]0; 1[

(a) Calculer P (X = j)=P (X = j � 1) pour j 2 f1; : : : ; ng.

(b) En d�eduire une valeur de j pour laquelle la probabilit�e P (X = j) est la plus grande.

Exercice 5. Soit P1 et P2 deux probabilit�es sur un espace mesurable (X ;A). On d�e�nit

l'application Q sur A �a valeurs dans R par

Q(A) =
1

3
P1(A) +

2

3
P2(A) 8A 2 A:

Montrer que Q est une probabilit�e sur (X ;A).

Soient X1, X2 et � trois variables al�eatoires d�e�nies sur le même espace de probabilit�e telles

que X1 est de loi P1, X2 est de loi P2, � est de loi B(2=3). On suppose que � est ind�ependante

de X1 et ind�ependante de X2. Quelle est la loi de la variable al�eatoire Y = X1+� ?

Exercice 6. Soit X une variable al�eatoire �a valeurs r�eelles telle pour tout A 2 B(R) on a

P (X 2 A) = P (�X 2 A):

On suppose de plus que P (X = 0) = 0.

(a) Quelle est la loi de la variable al�eatoire 1fX>0g ?

(b) Montrer que jXj et 1fX>0g sont des variables al�eatoires ind�ependantes.
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Exercice 7. Soit X et Y deux variables al�eatoires ind�ependantes, �a valeurs dans l'ensemble

f�1; 1g, et telles que

P (X = 1) = P (Y = 1) = 1=2:

On pose Z = XY .

(a) D�eterminer la loi de Z.

(b) Montrer que X et Z sont ind�ependantes, et que Y et Z sont ind�ependantes.

(c) Les variables al�eatoires X; Y; Z sont-elles ind�ependantes ?

Exercice 8. Soit X1; : : : ; Xn n variables al�eatoires �a valeurs r�eelles, ind�ependantes et de

même loi. On suppose que E(X2
1) < 1. On pose � = E(X1) et v = V ar(X1). On d�e�nit

les variables al�eatoires

�X =
1

n

n∑
i=1

Xi ; V =
1

n

n∑
i=1

(Xi � �X)2;

appel�ees respectivement moyenne empirique et variance empirique.

(a) Calculer E( �X).

(b) Montrer que si i 6= j on a Cov(Xi ; Xj) = 0. En d�eduire une expression simple de

V ar( �X).

(c) Montrer que

1

n

n∑
i=1

(Xi � �)2 = V + ( �X � �)2:

(d) Calculer E(V ). En d�eduire l'esp�erance de Ṽ o�u

Ṽ =
1

n � 1

n∑
i=1

(Xi � �X)2 (appel�ee variance empirique modi��ee.)


